PC*1 - Mathématiques Programme du 3 au 8 novembre 2025

Espaces vectoriels normés

Intégration : révision de PCSI + programme de PC (pas encore de convergence dominée ni d’'intégrales a parametres)
Le programme est tres souple sur les hypothéses des théorémes d’'intégration, j’attends toutefois de mes éleves qu’ils
connaissent les hypotheses précises des théoremes utilisés.

Espaces vectoriels normés

Cette section vise les objectifs suivants :
— généraliser au cas des espaces vectoriels sur K = R ou C certaines notions (convergence de suites, limite et continuité de
fonctions) étudiées en premiere année dans le cadre de l'analyse réelle, indispensables pour aborder I'étude des suites de

matrices, des fonctions a valeurs vectorielles et du calcul différentiel;
— fournir un cadre topologique a la convergence des suites et séries de fonctions.
Les notions seront illustrées par des exemples concrets et variés.
Il convient de souligner I'aspect géométrique des concepts topologiques a l'aide de nombreuses figures.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Normes

Norme sur un espace vectoriel réel ou complexe.

Espace vectoriel normé.

Norme associée a un produit scalaire sur un espace pré-
hilbertien réel.

Distance associée a une norme.

Boule ouverte, boule fermée, sphere.

Partie convexe.

Partie bornée, suite bornée, fonction bornée.

Normes usuelles || |1, || |12 et || lloo sSur K.

Norme | |l sur un espace de fonctions bornées a valeurs
dans K.

L'égalité sup(kA) = ksup(A) pour A partie non vide de R
et k e R* peut étre directement utilisée.

Convexité des boules.

b) Suites d’éléments d’'un espace vectoriel normé

Convergence et divergence d’'une suite.

Unicité de la limite. Opérations sur les limites.

Une suite convergente est bornée.

Toute suite extraite d'une suite convergente est conver-
gente.

Exemples dans des espaces de matrices, dans des espaces
de fonctions.

¢) Comparaison des normes

Normes équivalentes.

Invariance du caracteére borné, de la convergence d’'une
suite.

Utilisation de suites pour montrer que deux normes ne
sont pas équivalentes.

La comparaison effective de deux normes n’est pas un
objectif du programme. On se limite en pratique a des
exemples élémentaires.

d) Topologie d’un espace vectoriel normé

Point intérieur a une partie.

Ouvert d'un espace normé.

Stabilité par réunion quelconque, par intersection finie.
Fermé d’un espace normé.

Stabilité par réunion finie, par intersection quelconque.
Point adhérent a une partie, adhérence.

Partie dense.
Invariance des notions topologiques par passage a une
norme équivalente.

Une boule ouverte est un ouvert.

Caractérisation séquentielle.
Une boule fermée, une sphere, sont des fermés.

L'adhérence est 'ensemble des points adhérents.
Caractérisation séquentielle. Toute autre propriété de
I'adhérence est hors programme.
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e) Limite et continuité en un point

Limite d'une fonction en un point adhérent a son do-
maine de définition.

Opérations algébriques sur les limites, composition.
Continuité en un point.

Caractérisation séquentielle.

Caractérisation séquentielle.

f) Continuité sur une partie

Opérations algébriques, composition.
Image réciproque d'un ouvert, d'un fermé par une appli-
cation continue.

Fonction lipschitzienne. Toute fonction lipschitzienne est
continue.

Si f est une application continue de E dans R alors I'en-
semble défini par f(x) > 0 est un ouvert et les ensembles
définis par f(x) =0 ou f(x) = 0 sont des fermés.

g) Espaces vectoriels normés de dimension finie

Equivalence des normes en dimension finie.

Théoreme des bornes atteintes :

toute fonction réelle continue sur une partie non vide
fermée bornée d'un espace vectoriel normé de dimension
finie est bornée et atteint ses bornes.

Continuité des applications linéaires, multilinéaires et
polynomiales.

Intégration sur un intervalle quelconque

Cette section vise les objectifs suivants :

La démonstration est hors programme.

La convergence d’'une suite (ou I'existence de la limite
d’'une fonction) a valeurs dans un espace vectoriel normé
de dimension finie équivaut a celle de chacune de ses
coordonnées dans une base.

La démonstration est hors programme.

La notion de norme subordonnée est hors programme.
Exemples du déterminant, du produit matriciel.

— étendre la notion d’intégrale étudiée en premiere année a des fonctions continues par morceaux sur un intervalle

quelconque par le biais des intégrales généralisées ;

définir, dans le cadre des fonctions continues par morceaux, la notion de fonction intégrable;

— compléter la section dédiée aux suites et aux séries de fonctions par les théoremes de convergence dominée et d'intégra-

tion terme a terme;

— étudier les fonctions définies par des intégrales dépendant d’'un parametre.

On évite tout exces de rigueur dans la rédaction. Ainsi, dans les calculs concrets mettant en jeu l'intégration par parties ou
le changement de variable, on n'impose pas de rappeler les hypotheses de régularité des résultats utilisés. De méme, dans
l'application des théoremes de passage a la limite sous l'intégrale ou de régularité des intégrales a paramétre, on se limite
a la vérification des hypotheéses cruciales, sans insister sur la continuité par morceaux en la variable d’intégration.

Les fonctions considérées sont définies sur un intervalle de R et a valeurs dans K, ensemble des nombres réels ou des
nombres complexes.

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Fonctions continues par morceaux

Fonctions continues par morceaux sur un segment, sur
un intervalle de R.

Intégrale sur un segment d'une fonction continue par
morceaux.

Breve extension des propriétés de I'intégrale d'une fonc-
tion continue sur un segment étudiées en premiere année.
Aucune construction n’est exigible.
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b) Intégrales généralisées sur un intervalle de la forme [a, +oo

Pour f continue par morceaux sur [a,+ool, I'intégrale
+00

X
f(#) dt est dite convergente si f f(#)dt aune limite
a a

finie lorsque x tend vers +oo.

Si f est continue par morceaux sur [a, +oo| et a valeurs
+o00

positives, alors f(t)dt converge si et seulement si

a

X
X— f f()dt est majorée.
a

Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur
+00

[a,+oo[ telles que 0 < f < g, la convergence de g
a

+00
implique celle de f f.
a

+00 +

Notations f f OO fdr.

a a
Intégrale convergente (resp. divergente) en +oo.

c) Intégrales généralisées sur un intervalle quelconque

Adaptation du paragraphe précédent aux fonctions conti-
nues par morceaux définies sur un intervalle semi-ouvert
ou ouvert de R.

Propriétés des intégrales généralisées :

linéarité, positivité, croissance, relation de Chasles.

Intégration par parties sur un intervalle quelconque :

b b
f fg'mde= [fg]Z—f fl(Hg(odr.
a a

Changement de variable :
si ¢ :1a, Bl — la, b est une bijection strictement crois-
sante de classe €, et si f est continue sur ]a, b[, alors

b B
f fHdtet f (fop)(u) (p’(u) du sont de méme nature,
a a

et égales en cas de convergence.

b b
Notations/ f,f fde.

a a
Intégrale convergente (resp. divergente) en b, en a.

La démonstration n’est pas exigible.

Lexistence des limites finies du produit fg aux bornes
de l'intervalle assure que les intégrales de fg’ et f’'g sont
de méme nature.

Pour les applications pratiques, on ne demande pas de
rappeler les hypotheses de régularité.

La démonstration n’est pas exigible.

Adaptation au cas ol ¢ est strictement décroissante.

On applique ce résultat sans justification dans les cas de
changements de variable usuels.

d) Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables

Intégrale absolument convergente.
La convergence absolue implique la convergence.
Inégalité triangulaire.

Une fonction est dite intégrable sur un intervalle I si elle
est continue par morceaux sur I et son intégrale sur I est
absolument convergente.

Espace vectoriel L! (I,[K) des fonctions intégrables sur I a
valeurs dans K.
Si f est continue, intégrable et positive sur I, et si

f(©)dt =0, alors f estidentiquement nulle.
I

L'étude des intégrales semi-convergentes n'est pas un
objectif du programme.

Notationsff,ff(t) dr.
I I

Pour I = [a,b|, (respectivement ]a, b]), fonction inté-
grable en b (resp. en a).
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Théoreme de comparaison :

pour f et g deux fonctions continues par morceaux
sur [a, +ool :

- si f(D) e O(g(n), alors l'intégrabilité de g en +oo

implique celle de f.
- si f(1) ot g(1), alors I'intégrabilité de f en +oo est
()

—+

équivalente a celle de g.

Fonctions de référence :

pour a € R,

- intégrales de Riemann : étude de l'intégrabilité de
1

t— —en+4oo,en0";
t(l

at

— étude de 'intégrabilité de  — e™*" en +oo.

Programme du 3 au 8 novembre 2025

CAPACITES & COMMENTAIRES

Adaptation au cas d’'un intervalle quelconque.

Le résultat s’applique en particulier si f(#) = o(g(1).
(o.¢]

—+

Lintégrabilité de ¢t — In ¢ en 0 peut étre directement utili-
sée.

Les résultats relatifs a I'intégrabilité de x — | ena

x—al%
peuvent étre directement utilisés.

Plus généralement, les étudiants doivent savoir que la
fonction x — f(x) est intégrable en a* (resp. en b™) si

t— fla+t) (resp. t — f(b—1) 'esten 0*.
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