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PC* 2 : Programme de colles de mathématiques n°9

Semaine du 4 novembre 2023 au 9 décembre 2023

Séries numériques, suites et séries de fonctions

Le premier TD sur les suites et séries de fonctions aura lieu mardi. ..
Il convient de poser un exercice purement de séries numériques et un autre sur les suites et séries de fonctions.

Questions de cours
— Théoreme des séries alternées. (Démonstration).
— Critere de d’Alembert. (Démonstration).
— Théoréme relatif au produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes (Démonstration dans le cas
positif).

- Equivalent de Stirling. (Démonstration de : il existe K > 0 tel que n! ~ Kn"*1/2e™"),

Séries numériques
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CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Convergence et divergence

Sommes partielles d'une série numérique. La série est notée Z Up.
Convergence, divergence, somme. |t
En cas de convergence, sa somme est notée Y uy.
n=0
Linéarité de la somme.
Le terme général d'une série convergente tend vers 0. Divergence grossiere.
Reste d'une série convergente.
Lien suite-série. La suite (u;) et la série télescopique Z(unﬂ — uy) sont
de méme nature.
Séries géométriques : condition nécessaire et suffisante
de convergence, somme.
+o00 Zn
Relation e“ = ) — pour z€C.
—o 1!
n=0
b) Séries a termes positifs ou nuls
+00
Convention de calcul et relation d’ordre dans [0, +oo]. On note U, = +oo sila série Z u, d’éléments de R*
n=0

diverge.
Une série a termes positifs converge si et seulement si la
suite de ses sommes partielles est majorée.
Si 0 < u, < vy, pour tout n, la convergence de Z v, im-
plique celle de ) u,,.
Si (Un) nen €t (Vn) nen sont positives et si u;, ~ vy, les sé-
ries ) _uy, et ) vy, sont de méme nature.
Si f est monotone, encadrement des sommes partielles Application a I’étude de sommes partielles.
de Z f(n) alaide de la méthode des rectangles.
Séries de Riemann.




CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

c) Séries absolument convergentes a termes réels ou complexes, suites sommables

Convergence absolue de la série numérique Z Up, en-
core appelée sommabilité de la suite (u;,).

Une série numérique absolument convergente est
convergente.

Si (1) est une suite complexe, si (v,) est une suite d’élé-
ments de R*, si u, = O(vy,) et si Z v, converge, alors
Y up estabsolument convergente donc convergente.

+00
Notation Z |uy| < +oo.

n=0
Le critere de Cauchy et la notion de semi-convergence
sont hors programme.
Somme d’une suite sommable.
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Technique de comparaison série-intégrale.

Formule de Stirling : équivalent de n!.

Regle de d’Alembert.

Théoreme spécial des séries alternées, majoration et
signe du reste.

Produit de Cauchy de deux séries absolument conver-
gentes.

Les étudiants doivent savoir utiliser la comparaison
série-intégrale pour établir des convergences et des di-
vergences de séries, estimer des sommes partielles de
séries divergentes ou des restes de séries convergentes
dans le cas d'une fonction monotone.

La démonstration n'est pas exigible.

La transformation d’Abel est hors programme.

La démonstration n'est pas exigible.

Suites et séries de fonctions

Cette section a pour objectif de définir différents modes de convergence d’'une suite, d’une série de fonctions et d’étudier
le transfert a la limite, a la somme des propriétés des fonctions.
Les fonctions sont définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R ou C.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Modes de convergence d’une suite ou d'une série de fonctions

Convergence simple d'une suite de fonctions. Conver-
gence uniforme. La convergence uniforme entraine la
convergence simple.

Norme de la convergence uniforme sur l'espace des
fonctions bornées a valeurs dans R ou C.

Convergence simple, convergence uniforme, conver-
gence normale d'une série de fonctions.

La convergence normale entraine la convergence uni-
forme.

Utilisation d’'une majoration uniforme de |f;,(x)| pour
établir la convergence normale de }_ ;.

La convergence normale entraine la convergence abso-
lue en tout point.

b) Régularité de la limite d’'une suite de fonctions

Continuité de la limite d'une suite de fonctions :
si une suite (f;;) de fonctions continues sur I converge
uniformément vers f sur I, alors f est continue sur I.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment, ou sur d’autres intervalles adaptés a la situa-
tion.
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Intégration sur un segment de la limite d’'une suite de
fonctions :

si une suite (f;;) de fonctions continues converge unifor-
mément vers f sur [a, b] alors :

b b
fafnmdtmfa fode.

Dérivabilité de la limite d'une suite de fonctions :
si une suite (f,) de fonctions de classe €1 sur un inter-
valle I converge simplement sur I vers une fonction f,
et si la suite (f},) converge uniformément sur I vers une
fonction g, alors f est de classe €' sur I'et f' = g.

Extension aux suites de fonctions de classe %k, sous 'hy-
pothése de convergence uniforme de ( f,gk)) et de conver-

gence simple de (f,gj)) pour0<j<k.
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En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment, ou sur d’autres intervalles adaptés a la situa-
tion.

c) Régularité de la somme d’une série de fonctions

Continuité de la somme d’une série de fonctions :
si une série ). f;, de fonctions continues sur I converge
uniformément sur I, alors sa somme est continue sur 1.

Théoreme de la double limite :

si une série Y f,; de fonctions définies sur I converge
uniformément sur I et si, pour tout n, f; admet une li-
mite ¢,, en a borne de I (éventuellement infinie), alors
la série Z ¢, converge, la somme de la série admet une
limiteen a et :

+0oo +0oo
Y fu)— Y Oy
n=0 =)

Intégration de la somme d’une série de fonctions sur un
segment :
siunesérie ) f, de fonctions continues converge unifor-
mément sur [a, b] alors la série des intégrales est conver-
gente et :

b +oo +00

b
Y fa(nde= fa(n)dt.
a n=0 n

—0Ja

Dérivation de la somme d’une série de fonctions :
si une série ) f,, de classe €' converge simplement sur

un intervalle I et sila série Z f,, converge uniformément
+00

sur I, alors la somme Z fn est de classe €1 sur I et sa
n=0

+00
dérivée est Y_ f.
n=0

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment, ou sur d’autres intervalles adaptés a la situa-
tion.

La démonstration est hors programme.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment ou sur d’autres intervalles adaptés a la situation.

Extension 2 la classe €* sous hypothese similaire a celle
décrite dans le cas des suites de fonctions.
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d) Intégration terme a terme de la somme d’une série de fonctions

Théoréme d’intégration terme a terme :
si une série }_ f;; de fonctions intégrables sur I converge
simplement, si sa somme est continue par morceaux

+o0
sur I, et silasérie ) f | /n(1)|dt converge, alors Y f;, est

1 n=0
intégrable sur I et:

+oo +o00
fon(t)dtz fon(t)dt-
I'n=0 n=0v1

La démonstration est hors programme.

On présente des exemples sur lesquels cet énoncé ne
s’applique pas, mais dans lesquels I'intégration terme a
terme peut étre justifiée par le théoreme de convergence
dominée pour les sommes partielles.




