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Suites et séries numériques

Questions de cours
– Théorème des séries alternées. (Démonstration).
– Critère de d’Alembert. (Démonstration).
– Théorème relatif au produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes (Démonstration dans le cas

positif).
– Équivalent de Stirling. (Démonstration de : il existe K > 0 tel que n!∼K nn+1/2e−n).

Suites numérique
Voir programme de première année.

Séries numériques
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a) Convergence et divergence

Sommes partielles d’une série numérique.
Convergence, divergence, somme.

La série est notée
∑

un .

En cas de convergence, sa somme est notée
+∞∑

n=0
un .

Linéarité de la somme.
Le terme général d’une série convergente tend vers 0. Divergence grossière.
Reste d’une série convergente.
Lien suite-série. La suite (un ) et la série télescopique

∑
(un+1 −un ) sont

de même nature.
Séries géométriques : condition nécessaire et suffisante
de convergence, somme.

Relation ez
=

+∞∑

n=0

zn

n!
pour z ∈C.

b) Séries à termes positifs ou nuls

Convention de calcul et relation d’ordre dans [0,+∞]. On note
+∞∑

n=0
un = +∞ si la série

∑
un d’éléments de R

+

diverge.
Une série à termes positifs converge si et seulement si la
suite de ses sommes partielles est majorée.
Si 0 É un É vn pour tout n, la convergence de

∑
vn im-

plique celle de
∑

un .
Si (un )n∈N et (vn)n∈N sont positives et si un ∼ vn , les sé-
ries

∑
un et

∑
vn sont de même nature.

Si f est monotone, encadrement des sommes partielles
de

∑
f (n) à l’aide de la méthode des rectangles.

Application à l’étude de sommes partielles.

Séries de Riemann.
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c) Séries absolument convergentes à termes réels ou complexes, suites sommables

Convergence absolue de la série numérique
∑

un , en-
core appelée sommabilité de la suite (un).

Notation
+∞∑

n=0
|un | < +∞.

Le critère de Cauchy et la notion de semi-convergence
sont hors programme.

Une série numérique absolument convergente est
convergente.

Somme d’une suite sommable.

Si (un) est une suite complexe, si (vn) est une suite d’élé-
ments de R

+, si un = O(vn) et si
∑

vn converge, alors∑
un est absolument convergente donc convergente.
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Technique de comparaison série-intégrale. Les étudiants doivent savoir utiliser la comparaison
série-intégrale pour établir des convergences et des di-
vergences de séries, estimer des sommes partielles de
séries divergentes ou des restes de séries convergentes
dans le cas d’une fonction monotone.

Formule de Stirling : équivalent de n!. La démonstration n’est pas exigible.
Règle de d’Alembert.
Théorème spécial des séries alternées, majoration et
signe du reste.

La transformation d’Abel est hors programme.

Produit de Cauchy de deux séries absolument conver-
gentes.

La démonstration n’est pas exigible.


